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*. ALGUNOS ASPECTOS DE LA ECONOMIA ESTOCASTICA
GERHARD TINTNER
Esta es una discusion metorloloqic a de problemas economicos. cuyo anal i s i s
necesita de consideraciones estocastic as. Los ejemplos son tomados de diferen-
tes investigaciones del autor y sus col abor adores con respecto a l a apl ic aciou de
los pro cesos estocasticos en l a teori a del crecimiento economico. pro qramacion
estocastic a y te ori a de! control estocastico anl icadas respectivarnente a l a pla-
ne acion y a la econorui a politic a
1. Antecedentes Metodofogicos
La historia de la economi a (65) mue stra que esta ciencia social (Ia cual qui-
za 11alogrado una c iert a rnadur ez) ha side profundamente influenciada POl' el desa-
rro llo con temporaneo de las ci enc ias naturales, especialmente de la fi si ca (73,27J.
Ya el si stenia de los t isiocrat as (13) muestr a l a potente influencia de las ciencias
naturales cont emporane as. Los economistas de l a escuela c la sic a (Adam, Smith ,
Malthus, Ricardo, Marx, Say) fueron IWIY influenciados poria fisic a Newtoneana.
La econorni a neoclasic a (53) no puede ser entendida sin tener en cuenta la influ-
encia de la Iisic a deterministica del siglo XIX. Esto se cumple aun para la econo-
• Tcn go que agradecer am; c o le g a ].U. Nugt:nt par sus c om enr ar io s y c r it ic a s, N. del A.
Tr adu cc io n de Guillermo I.. Gomez M., Te c hn isch e Ho c h s chu le , Vienna. N. del E.
230
rnia couteruporanea Ell realidad, el Lilli co modele economic o que 110 es una mas 0
menos acertada imi tacion de la fisic a clasica cletenninlstica es !a t eoria de juegos
(89), Desafortunadamente, aunque la influencia de la te ori a de juegos ha sido bas-
tante profunda en algunos campos importantes de l a economia. ella /10 ha cumpli-
do su promesa de explicar con exito los problemas para los cuales fue disefiada :
Orqaniz acion de mere ados, que (en un cierto sentido) e stan colocados entre !a COITl-
petencia libre y el monopolio pure, tales COIllO oligopolio, oliqopsono. monopolio
bilateral, etc, En economia. la competencia libre esta c ar acten zada POI' un gran
ruimero de vendedores y compr adore s en el mere ado Ell e l monopolio tenemcs un
unico vendedor y muchcs compradores Oligopolio existe, si e l uumero de vendedo-
res es ne quefio perc el numero de compradore s qrande E I 0 liqopsono e sta caracte-
riz ado POI' los much cs vencledores perc pocos cornpr adore s. En 1111 monopolio bila--
te.al tenemos solo un compr ador y un vendedor.
La nota anterior no debe s er interpretada COIllO una critic a a los not able s ale an-
ces de la teoria de jueqos en otros campos distintos para !a que fue originallllente
disenada, La introcluccion de L1na utiliclad (beneficio, rJisfrute) meelible ha revolu--
cionaclo este campo y procluciclo mLichos resultados importantes p<1ra el pl'Oblemaele
seleccion bajo incertidumbre (52, 14L Metoclos I'elacionados con la teorla de juegos
han sido usaelos (en cierto modo paraclojicamente) para establecer la exislencia de
soluciones de sistemas econornicos competitivos estaticos (23,60), Tambien, la
teoria de juegos ha side usada para establecer la existencia de soluciolles signifi
cativas elel famoso sistema elinamico de Von Neulllann (87) y sus extensiol es (45,)
Finalmente, las mas recientes investigaciones de Aumann (5) (vel' tambien 40)
lIsan los metodos teoreticos de los juegos y han establecido pOI' p.-irnera vez con-
diciones validas para la existencia teotica del equilibrio en Illercados cOlllpetiti -
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vos. El hecho de que esta condlcirin implique una infinidad de partic tpantes (co-
·merciantes) y, par otra parte, unainfinidad de la notenci a del continuo, resalta la
gran ide ali zacion necesaria para la teoria. ASI, esto nos deja, para propo si t os
practices. con los modelos neoc las icos (53) .
Modelos de equilibrio general (47) son evidentemente todavia imit aciones de
los sistemas fisicos c lasicos determinist ices (60), Estan esencialmente restrin-
gidos a factores dinarn icos estati cos. los que han side introducidos rnuy frecuen-
temente ad hoc, especialmente en los modelos econcmetr i co s ernpiriccs. Per o.aun
dentro de la economia estatica (sin tiernpo. 39), son deficientes puesto que estan
restringidos a 1(1compe tenc ialibre.
Los modelos de desarrollo economico. los que han side bastante populares re-
cientemente (34,12), son POI' 10 menos dinamicos perc aun deternunistic os. EI fa-
moso modele diuam ico de Von Neumann (88) se ha basado tambien en la idea de
comnetenc ia libre Otros Modelos dinamicos (52,60) dejan de inc luir factores esto-
cast ico s. En el muy interesante libro del economista-matematico j apone s H. Nikai-
do (60,2 ff) encontr amos el siguiente comentario : "Existe , sin embargo, un dua-
l isrno metodolcqico en el estudio maternatico de los Ienomencs economic os, En
un extremo person as II amad as ecol1omistas matematicos rea Iizan ana Iisis mate-
matico, pero no particularrnente numerico, de sistemas determmisticos y no-esto-
castic os, rnientr as que en el otro extreme, economistas con inc limac ion estadisti-
ca IIamados eCOl1omctrislas estan principalrnente interesados en la aplicacion de
los metodos estadlsticos modernos en la estimacion de parametros importantes
para las relaciones economicas, f, juicio de la mayorla de los economistas mate-
maticos, el mecanismo intrlnseco interne de los sistemas economicos es de natu-
I'al eza determ in Isti c 3, a '.1 11que los f actores estocasticos no estan compl etamente
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ausente s. Arqumentan que un cl aro conocimiento de los mecanismos internes pue-
de ser mejor obtenido analizando los efectos de varies factores interdependientes
de impor tanc ia econornica por medio de un razonamiento matematico sin pre ocupar-
se de factores e stocastic o s no es enc iale s De este modo, ellos e stan primordial-
mente interesados en modelos que 110 se presentannecesariamente en una fonna
favorable para examenes est adistico s. Esto es principalmente con el pr opo sito de
obtener una penetr ac lon cognoscitiva en el trabajo de un sistema econornico.Ellos
dejan el examen estadistico de las teorias a los econometristas, quienes apoya-
dos en datos empiricos intentan adaptar estadisticamente ecuaciones numeric as a
1a realidad economic a. Mientras tanto los econometristas estan comprometidos tan-
to con la limitada disponibilidad de los datos estadisticos como con la aplicabili-
dad de los metodos estadisticos de estirnacion empleando ecuaciones de un tipo
cuaiitativo mas simple, ecuaciones de mas complete imnll cacion economic a e stan
mas re s tr iuqidas en la teoria economico-matemati c a".
Esta division del traba]o propuqnada POl' N ikaido puede ser verdaderamente
fructitera si los mode lo s desarrollados pOI' los economistas maternatico s. los que
son ciertamente muy interesantes, no tienen la deficiencia anotada en el parrato
anterior. No es nuestra intenc ion critical' los mode los economiccs deterministicos,
justamente porque elias son irnitacicn (en c i er to modo deb il) de la fis ic a clasi ca
deterministic a. Es qui z a inevitable que la cienc ia mas lucida influcncie todas
las otras ciencias y esta rue indud ablernente la fisica en el Siglo XIX. Tambien
podemos seiialar con orgullo el hecho de que en una memorable circunstancia la
economia c lasica ha influenciado el desarrollo de la bi olo qia. Es bien conocido
que Darwin derive 5U famosa teoria de la evolucion bajo la fuerte impresion de la
teoria Malthusiana de la poblacion. POl' 10 tanto, la influencia no ha side siempre
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unilateral (vel' tambjen 55)), Si contemplamo s la fisica contemporane a mas que la
fisica del si glo XIX, observamos un gran cambro. Es suficienternente cierto que
la teoria de la relatividad es deterrninistica y constituye quiza al rnisrno tiernpo el
poderoso climax y el canto del cisne de lafisica c las ic a. Pero desde el surgi-
rniento de la teoria cuantic a, la fisica moderna volvio a ser estocastic a, es dec ir,
usa los resultados de la teorfa de la probabilidad. Esto no hace inuti le s los re-
sultado s de la fisica clas ic a. La ley de los grandes nurnero s nos asegura que si
el ruimero de particulas es grande (y para macrosistemas es enorrne), las desvia-
ciones de los valores rnedios (esperanza matematica) seran pequefios. I=.:sto ex-
plica el continuo exlto de los rnetodos de la fisica ctasic a, POl' ejemplo, en la in-
genieria.
Sirnila~mente podemos argumentar que la economia deterministica debe ser
considerada como trabajando con los valores medios (esperanza matematic a) de
las variables aleatorias, que realment e caracterizan el sistema empirico econo -
mi co. Esto explica quiza el gran interes de la economia c las ic a y neoclas ica en
la teoria de la libre competencia Cournot demostro ya en 1838 que (b a] o ciertas
condiciones) la competencia libre prevalece, si el nurne ro de los competidores Ile-
ga a ser infinito. Pcsteriures investigaciones parecen indicar que la infinidad im-
plicada es ciertamente la de la potencia del continuo (5,40), En tales casos jus-
tificamos la concentr ac ion en los valores medics.
Pero ~es realista esta suposi cion 7 No so tro s creemos que tienen una gran im-
portancia en las critic as de Galbraight (29), Este entatizo la importanciaempiri-
ca de la estructura de los mercados no competitivos. Los resultados de la econo-
mia modern a coricernientes a la estructura de mercados, que de alguna manera es-
tan situado s entre la libre competencia y el monopolio pure, no son muy grandio-
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sos. EI brillante comienzo del anali sis en 1930 (18,63,94) no ha side continua-
do. La teoria de juegos, que es quiza el primer modele economico no derivado de
la Iisic a, fue particularrnente disefiado para cubrir estos problemas, A pes ar de
valerosos esfuerzos (69), los resultados concernientes a oligopolios, oliqopsonos.
'monocolio bilateral y otras organizaciones mercantiles que caraeterizan una gran
parte de la eCOn0l111ade los Estados Unidos, Europa occidental, Japon y otros
paise s capitalistas desarrollados, han sido muy desi lusionantes. Aun en casos
en los que la te oria de los juegos ha sido aplicada con aloun ex ito (37), los re-
sultados no parecen ir mas lejos de los logros de 1930 (94),
2, Mode/os Econ6micos Estocasticos.
Nos proponernos seguir el ejemplo de la fis ic a modem a y considerar los Ieno-
menos econornicos franca y fundamcntalmente desde el punto de vista estocasti-
co, es decir, tratar las variables economic as como variables aleatorias (79). Mas
especfficamente, trataremos de us ar los procesos estocasticos en este campo.Es-
to puede, entre otras cosas, encontrar las critic as de Hayek (38), de que con fe-
nornenos econornicos no se puede suponer que estamos muestreando con una dis-
tnbucion de probabilidad estati ca, la que esta fija para todos los tiempcs. Los
mode los econometricos POI' 10 tanto asumen t1picamente un muestreo de una dis-
tribuc ion de probabilidad fija(73)' s:.:nlugar de esta, nosotrcs hacemos la SUpJ-
sicion de que estamos trabajando con familias de distribuciones de prob abi lidad,
que carnbiari SIJ forma en el tiempo. Esto puecle ser lIevado a cabo usando la teo-
ria de los procesos es toc asticos (16,28) .
Podemos arqumentar que los procesos ss tocasticos son usados en la econo -
I11la sobre una base experimental; que nosotros podemosimitar los fisicos; 0 que
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un rezago cultural de 50 afios es ya bastante suficiente Veremos que hay razones
mas Fuertes para propugn ar por e I IJSO de los proc esos es tocasti cos en e I ana I is is
de los tenornenos economic os (85) ,
Sin embargo, esto no es de alguna manera un asunto Iac il. Las series de tiern-
pos economicos contienen tendencias tinic as y ciclos irrequlare s. Si conf in amos
el uso de los procesos estocasticos a los procesos estocasticos estacionarios05,
36), partiriamos de una suposic idn muy irrealista. Procesos estacionarios son
aquel'lcs cuyo c aracter no cambia ante traslaciones en el tiempo. Mas aun. nos
concretaremo s exclusivamente al anali si s de tenomeno s econornicos que estan re-
lacionaclos con el desarrollo economico. Estes fenornenos estaban ya en primer
plano en los intereses de la escuela c las ica de economia (e s decir : ~icarcio,Mal-
thus, Marx, (8) ) y recientemente la economia, por obvias razones practicas y teo-
ric as, ha prestado rnucha atenc ion a estos fenorneno s. Para lin ensayo de intro-
ducir los factores estoca sticos en la teoria economica evolutiva ver Haavelmo03L
Hasta ahora no ha side desarrollada muy bien la teoria de los procesos esto -
castic os 0 la teoria de series de tiempos evolutivos. En oarticular. carec emos fre-
cuent emente de metodos estadisti co s que nos capaciten para trabajar con este ti--
po de fenornenos (22, 74L No desconocemos las grandes dificultades y laboriosi-
dad matemati cas y es tadi stic as que surgirian de un acercarniento exigente a estos
problemas.
Existen quiza otras dificultades de naturaleza principal en nuestro camino.Las
variables econornic as (c antidade s proclucidas, precios) no pueden lIegar a ser ne-
gativas y los modernos metcdos de la prcqramac ion matematic a (9, 21, 43, 90) tie-
nen esto en euenta Por 10 tanto, en los mstodos convene ion ales que usan la dis-
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tribucion normal de probabilidad 0 sus generalizaciones, los procesos c lasico s
de dlfusion deben ser usados con especial cautela. Nosotros proponemos en lu-
gar de esa la di str ibuc ion lognormal nn Para algunas aplicaciones empiric as
vel' (19,20, 31. 82,83), POI' otra parte, existe la posibilidad de que la distribuci6n
de Pareto 0 distribuciones similares puedan ser mas apropiadas (51,70,71). Es-
to crearfa un mimero de dificultades matematic as ya que estas disiribuciones tie-
nen unas colas muy anchas y en general una varianza infinita (26L
Una distribuc icn lognormal es una di stnbuc ion donde el logaritmo de las varia-
bles sigue ta bien conocida di strtbucion lejos de ser simetric a. POI' 10 tanto, ella
parece conducir a una buenarepresent acton de, POl'ejemplo, la distrtbucion del
ingreso. Sea y'" log x, normalmente distribuldaSea M la esperanza rnatemati-
ca de y y sea (T2 su varianza. Sin embargo, tenernos que
M+l/2(T2
(1) E.« » e
es la esperanza matematica de x y su varianza es
2 2
2M '(T (e (T - 1 )
v = e
EjempJo 1. Un proceso generalizado de Poisson (pro ceso pure de nacimientos )
asume que una variable aleatoria x puede solo asumir los valores x > a, a+ 14 ,
a.; 2i. , ... donde a y tl son constantes positivas. En un pe quefio intervalo de
tiempo desde t hasta t -I- 1'1 t , las probabilidades de transicion son aprox.mada-
menta: b (;\ t) para un aumento de x, x+ 14, Y l-b (1'1 t) para un aumento
nule, Todas las demas probabilidades de translcion son despreciables; b es
una constante positiva. Supongamos que x toma el valor a con probabilidad J
en el tiernpo t=O. Entonces!a probabilidad de un valor de la variable aleatoria




x = a, 0., II , a t 21/ . . .
EI valor media de la variable aleatoria xesta dado par:
(4) Ex=o+lIbt,
una funci6n lineal del tiempo. La varianza es :
(5) 2V = /I bl,
tambien funci6n lineal del tiernpo.
Un proceso de Poisson (proc eso puro de nacimientcs) ha sido adaptado al pro-
ducto nacional de la India can los datos entre 1948 y 1962 (S8L J:I valor media
de la variable de Poisson result6 ser Ex = 78,0385 + 4,270 (t - 1947). La va-
r ianz a del Proceso es una funci6n lineal del tiempo: V = 5.230 (l-ly.j7) .
Las probabilidades de transici6n las hemos heche funciones lineales de los
gastos del gobierno de la India" De esta manera podemos h acer oredicciones acer-
ca del produeto nacional en la India asumiendo varias politi c as de los gastds del
gobierno alii" Vel' t arnb ien (85) ,
Ejemplo 2" Can un proceso de difusi6n lognormal nosotros suponemos que el 10-
garitmo de una cierta variable sigue un proceso de difus ion cl asi co , La densidad
de probabilidad de que nue stra variable asuma el valor y en el tiempo t dado
que en el tiempo 5 (5 < t ) tome el valor x esta dado par:
(6) /(5. X ; y, y)
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don de bye son constantes.
Adaptando 'JIl proceso de difusion lognormal con la ayuda del metodo de maxi-
.mavero similitud a los datos del ingreso nacional en la India, 1948-61 (82), toma-
:mcs tambien en cuenta la influencia de los gastos del qobierno. EI valor medio
: dellogaritmo del ingreso nacional real de la India resulta ser asi
t
0.01118 (z- 1947) + 0,001623 2: G,
i=1948 I
donde Gj son los gastos del gobierno enel afio i-esimo. La varianza del loga-
ritmo estimado del ingreso nacional de ia India es 0,00549 (t-1947). Estos re-
sultados nos capacitan para estirn ar el ingreso nacional real futuro de la India,
haci enda hipote s is de los gastos futures para ei periodo 1965 -1971 .
Eicmplo 3. Un proceso de difusi6n lcqnormal ha sido adapt ado a los datos de la
India (83L Usando los datos en 1951-64 obtenemos los siquien tes resultados
EI valor medic del loqar itrno de la produc cion real agricola pOI' cabeza en la
india es una Iuncion lineal del tiempo y la SLil11a de los gastos reales pOI' cabeza
del gobierno en la agricultura en la India tienen lin rezago de ires afios, La va-
rianza del loqarltmo de la producci6n agricola real POl' cabeza en la India resulta
una tunc ion lineal del ti empo. Con la ayuda de nuestras estimaciones, podemos
predec ir la produce ion agricola real POI' cabeza en la India bajo varias hipotesi s
acerc a de los gastos reales POl' cabeza del gobierno en la agricultura
Ejempfo 4. Un proceso de difusion lognormal ha sido adaptado a los datos de
Chi le 1940-1%408>' EI ingreso nacional real en Chile aparece entonces C0l110
distribuido loqnormalmente. es decir, su loqaritmos ique una di stribuc ion normal.
239
:EI logaritmodel ingreso nacional real es una variable normal con media 0.03648
,(t- 1939) Y varianza 0.00170965 (t-1939). Podemos observar que la media y la
varianza dellogaritmo del ingreso nacional son funciones lineales del tiernpo
i E;emplo 5. Una ecuaci6n estccastlca de diferencias dada por
; (7)
!
.donde xt es una variable aleatoria, ark) una constante Y /l una variable ale a-t
, toria que se supone tiene media cero. varianza con stante Y una autocorrelaci6n
despreciable. Sin embargo, la relaci6n (7) se curnple s610 para:
(8)
donde Ck Y C k+ 1 son constantes.
Una ecuacion estocastic a simple de diferencias ha side adaptada a los datos
britaniccs de la producci6n industrial total excluyendo la construcci6n 1.700 -
1939 (86,66), Usando la idea del grado de desarrollo econ6mico (64) concluimos,
basados en la teoria de Quandt (62): si distinguimos dos grados, la transici6n
ocurre en el aiio 1834 ; si asumimos tres grados, tenemos 1791 y 1869 como los
afios de transici6n ; para cuatro grados los puntos de ascenso son 1777, 1821 y
1869 .
L Per que se introducen ideas estocastic as. es decir, metod os relacionados
con la probabilidad, de manera fundamental en el razonamiento econ6mico? U"
ruirnero de razones para esta proposici6n ha sido dado anteriormente : La costu£!:!
bre de vivir como los vecinos, en nuestro caso. los fi si co-matematicos . La fisl
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ca, simplemente 121 mas fructffera de las ciencias naturales (30), ha Ilegado a ser
en nuestro tiempo casi completamente estocastic a, es deci 1', basada sobre 121 idea
de las dislribuciones de probabilidad Pero, s im i larmente , en 121 biologfa las ideas
probabilisticas han sido bastante importantes, espeeialmente en qenetic a, quiza
e l mas exitoso ramo de 121biologia (55) La proposicion de introducir metcdos es-
tocasticos en 121 econornia puede ser enfatizada contemplando los de sarro llos de
121 inve st iqac ion operaci onal (89l. lnve stiqacion operacional no es, en nuestra oQ.i
nion. otra eosa que 121eeonometria de 121 ernpre sa. tanto de 121 privada como de 121
publica (77l. En realidad, alqunas de las mas importantes contribuciones en 121
investiqacion operaciona! han surgido de 121industria francesa naeionalizada (54,
49J. Las eontribuciones rusas son tarnbien muy import antes.
EI libro de Barucha- Reid es notable pues da un arnplio informe de la aplica-
cion de los procesos de Markov en muchos campos. La economi a aqui brilla par
su ausencia. Pero se dan a conocer alii muchas aplicaciones de los procesos es-
toc asticos ala bioloqia, fisica. astronomia, astro-fisica Ij quimi ca. EI informe
de la apltcacion de los procesos estocasticcs en 121 investiqac icn operacional tra-
ta can 121 teoria de las colas. Aqui Barucha-Reid considera 121 circulacion te lefo-
ni.c a y el mantenimiento de maquinas. Metodos similares tienen, POl' su puesto,
gran importaneia en 121 teor ia de inventarios OJ. Metodos estocasti cos han sido
tombien utilizados POl' Hoit, Modigliani, Muth, Simon (41) para planeacioll econo-
mica en 121 empresa privada. Versanestos sobre 121 producciol1, los inventarios y
121 fuei'za de trabajo. Para nuevas intentos de utilizar los modelos estocastieos
en las eiencias de adrninistracion vel': (3,20,49,54,68,85,90,91) .
1vJetodos )oderosos de 121 teorla moderna de 121 informacion relativos a 121 teo-
ria de los pl'Ocesos estocasticos, han side usados en el analisis de los problemas
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econornicos en (72) .
En un reciente estudio (76) el autor ha intentado sefialar la posibilidad de
usar los modernos metodos de la te oria matematica del control en nuestro campo.
Vel' tambien <1,4, 10, 11, 15,42, 44,48,67,85,92,93) •
Ejempfo 6. Usando los datos de la India del periodo 1951-1964 (76) establece -
mos uri modelo estocastico para el desarrollo agricola de la India (produccion ag~i
cola real porc abeza). Utilizando los qastos reales del gobierno, par cabeza, en
la agricultura en la India, podemos establecer la politica optima en el siguiente
sentido: la que minimiza los gastos del gobierno y al mismo tiernpo maxirniz a la
produc cion real agricola POl' cabeza en la India en un ana dado. Los elementos
probabilisticos estan incluidos en la proqrarn acion estocastic a (24, 84). Un inte-
resante libra reciente (4) muestra la importancia de las consideraciones estocas-
ticas en la teoria de la empresa de una manera mas fundamental. Este libra trata
de las decisiones economic as bajo incertidumbre, de.selecc ion de carteras. equi-
librio mercanti I bajo incertidumbre, supervivencia y objetivos de la firma y rnu-
chos otros temas interesantes y significativos.
Ejempko 7. En la prcqr amac ion lineal (9,21,43,90) maximizamos la fun cion
(9) z ~ c 'x
donde z es la func ion objetivo, c un vector columna con n componentes, x
un vector de actividades de n elementos EI signa ' denota la transposici6n
Las condiciones son :
(0) Ax < b
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donde A es una rnatriz constante con 11/ filas y 11 columnas y b es un vector
columna de disponibi!idades, con 111 elementos. Ademas :
(Ill x " 0 ,
Suponemos ahara que existe una di stribucion de probabilidad conjunta de los ele-
mentos de los vectores bye y la matriz A:
(12) P(A,b,c)
Esta dis tribuc ion de probabil idad conjunta se' supone conocida. En el enfoque pa-
sivo de la proqramacion lineal derivamos esta distrlbuc ion de probabilidad de la
funcion objetivo .
(13) Q(z)
Esto puede ser hecho mediante una aprox imac ion numeric a Este metodo e s util
si deseamos compar ar dos (0 mas) program as lineales, es dec ir, las ganancias de
des Ilrmas diferentes 0 planes en paises diferentes.
En el enfoque activo de la proqr amac ion lineal estccastica se procede como
sigue :
Consideremos la distribuci6n de los recursos tipificada POl' las filas de la matriz
A.
11
Sea u >. > o· L u .. =
11 - 'j= 1 1J
Denotamos ahara con X una matriz diagonal can los elementos del vector x ( ac-
i = J, 2 .. ", 117 j = 1, 2, ' .. ,11 •
tividades) en la diagonal; sea B una matriz diagonal con los elementos del
vector b (d.sponib ilidade s) en ia diagonal. Adernas sea u la matriz de las




Es entonces posible encontrar numeri c amente la distribuci6n de probabilidad pa-
ra la funci6n objetivo z:
R (z ,. U )
la cual depende de las asignaciones /I .. que actuan como variables de control"
'1
Consideremos la generalizaci6n estocastic a del modele de planeacion de dos
sectores de Mahalanobis (50) para un plan quinquenal en la India. Asurnimos ade-
mas que los coeficientes marginales producto -inversiones para las industri as de
consume e inversiones son variables aleatorias con una distribuci6n beta deter-
min ada empiric arnente (84) .
Tomando una vari able de dec lsion Li, como la proporci6n de nuevas inver-
siones dedicadas a la industria de inversiones (e l resto va a la industria de con-
sumo), derivamos las siguientes caracteristicas para la distr ibucion del ingreso




E s p eran z a m at e m a t ic a 180.10 /74.20 166.46
PZl1Ilo para meuo s riel 5% 138.94 /.+2- .10 /43.89
Moria 160.83 157.3/ /59.89
Vemos que la presente politica del gobierno de la India (Li =' 1/3) es preferible
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desde el punto de vista de la esperanza matematica y la moda. Pero si el criterio
es el optimo, LQue puede ser realizarse con el 95%, Li z: 2/] .'
Las consideraciones probabilisticas no son por 10 tanto extrafias a la econo-
mia moderna. Si consideramos el t arnafio de la distribuci6n (71) nos damns cuenta
de que estos problemas son rnuy viejos y pueden relacionarse con la famosa dis-
tr ibucion de Pareto del ingreso y con la voluminosa literatura concerniente a es-
tos problemas, Des atortunadamente estas ideas nunca han side bien integradas al
cuerpo principal de la teorj a econornic a.
La aplicaci6n de los procesos estocast icos en la econornia encara aun gran-
des dificultades. Es durloso, si la teoria de los procesos evolucionarios esta bien
desarrollada para aplicar estos rnetodos al problema del desarrollo econ6mico
Los metodo s estadfsticos aplicables al. tipo de procesos Que nosotros considera-
mos virtualmente no existen en el caso de muestr as pequefias y aun los metodos
para muestras grandes (los cuales no narecen ser par ticularmente aplicables en
la economfa, donde tenemos frecuentemente pocas observacione s) son relativa-
mente escasos y casi enteramente limitados alos procesos estacionarios (32,35,
34L En el lenguaje economic o, estes pueden ser aplicables a las fluctuaciones
de temporada y qui za al cicio de los negocios perc nos brindan muy poca ayuda
para tratar los problemas de la tendencia (del desarrollo econom ico). Exiqira mu-
cho, un trabajo arduo e ingeniosidad matematica. desarrollar mas adecuados me-
todos estadisticos para etanalisis de series de tiempos (15,74,85). Existe ade-
mas un de safio fundamental Que ha sido puesto en camino forzosamente por Man-
delbrot (51) quien sugirio, con base en algunas evidencias empiric as relaciona-
das con los precios de las mercancias, Que la di strlbucion implicada puede per-
tenecer a una familia de di stribuci one s divisibles estables (Feller (26),531) cuyo
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varianza no existe (e s infinitaJ. Si este es el caso, estamos trabajando tipic amen-
te con distribuciones cuya varianza es infinita. Esie es verdaderamente el caso
de la famosa distr ibuc ion de Pareto, que ha sido ampliamente usada para aproxi -
mar la di str ibucton del ingreso, por 10 menos para inqresos rel ativ anente altos
Si Mandeibrot ti ene razon, esto crearia verdaderamente una sltuacion muy difi-
ei I en I a econornia estadistic a. Notemos que la mayoria de las aplicaciones bi olo-
gicas y fi sic as uti liz an la distribucion normal y la mayoria de las aplicaciones en
lainve stlqac ion operacional la di stribuc ion de Poisson (J a aiguna de sus va-
riantes. Tod as estas distribuc iones ytambien la distribucion lognormal tienen
por supuesto varianza fin ita. Por 10 tanto, los minirnos cuadrados y los metndos
relativos tienen algunas propiedades deseables. Los problemas estadfsticos rela-
cionados con la distr ibucitin de Pareto y otras similares son completamente dife-
rentes y narecen exigir nuevos metodos para tratar can problemas de estimacion.
limites de confidencia y Iiduci ale s. prueba de hipotes is, etc .. Cui za podemos
uti liz ar metod os no parametr icos en este campo. La mayoria de los econometristas
piensan probablemente que el uso de la distribuc ion normal puede ser justificado
(en cierta maner a) recurriendo a una especie de teorema del Limite Central. Esto
es cierto para una gran variedad de problemas estadisticos y algunas lnve stiqac io
nes han mostrado que losmetcdos estadfsticos tradicionales son relativarnente ro-
bus to s. Pero esta robustez y adaptabi I idad general de los metcdo s tradicionales
est adist icos pueden finalmente causar una ilusion. Es, por ejemplo, Iaci l demos-
trar que si estamos muestreando con una distr ibucion normal, la mediana es rela-
tivamente ineficiente cornnarada con la media aritmetic a : si tenemos l.II1amuestr a
aleatoria de 100 elementos, tomariamos una muestra de 157 elementos para obte -
ner la misma exactitud con la mediana de la muestra que con la media de la mues-
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tra , si rnedimos la exactitud per medio de la varianza. Esto es suficientemente
cierto si empre que I a poblacidn que nosotros muestreamos sea normal. Pero, Stl-
ponqamos que nosotros muestreamos con una distr ibuc ion de Cauchy, entonc es es
bien conocido que la di strrbuc ion de media de la muestra es exactamente la mis-
ma que 1a distr ibucion de cada elemento individual en la muestra. r:::n este caso
(adrnitirncs que es extreme) no ganamos nada computando la media arltrnetic a de
1<1mue stra. Podemos justificadamente, escoger al azar un e lemento de nuestra
mue str a. Si las consideraciones probabillsticas del tipo discutido aqui nos tornan
escepticos frente a nuestros procedirn ientos estadisticos, este se refuerza POl' el
trabajo de Basmann (7J. Los mode los economicos desafortunadamente no estan ba-
sados en muestr as grandes Es supremamente dificil derivar de muestras pequefias
distribuciones de estimaciones econometric as .. Basmann h a tenido ex ito oro cedien-
do asi y ha dascubierto que si nue stros errores 0 desvi aciones tienen distribucio-
nes normales, la di stribucion de las estimaciones econometric as son muy comnli-
cadas. Pero estan relacionadas a la distribucion de Cauchy y tienen varianza in-
finita. Aqui Mandelbrot obtiene apoyo de un estadista con profundos prejuicios
clasico s. La obra de Basman muestra que si nosotros partirnos con las (en mi opi-
nion. mas bien irreal ista) suposiciones clasicas de normalidad, podemos,con nlJes-
tras estimaciones econometricas empiricas, acabar con las variables aleatorias
con varianza infinita. Estas variables pertenecen nlJevamente a la familia estudia-
da POI' MandelbroL
Habiendo presentado a los eco'lomo-estadisticos y a los econol11etristas algu-
nas reflexiones acerca de la manera en la cual pueden ser introduciclas ideas mas
utiles en la economia-estadistica, regresamos ahora a los asuntos concernientes
a los economo-matematicos. En oposicion a much as otras ciencias sociales, la
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econornfa, especialrnente la economia matematica, ha alcanzado una cierta madu-
rez (75)' Nuestro tiernpo ha visto un cierto declinar del punto de vista neoc la si co
(27) pero esto ha sido mas que cornpensado por el surgirniento de los metodos li-
nea~es' es dec ir, prcqr amacion lineal, analisis de actividades, anali si s de insu-
mo- producto, y otros rnetodos relacionados. Con la teoria de juegos la econornia
ha logrado per primera vez un modele que no ha side derivado por analogla de las
ciencias naturales. Se han obtenido rnuy buenos teorernas especialmente en cone-
xi on con los sistemas economico s competitivos. EI desafiante problema del de-
sarrollo econorm co ha side atreviclarnente atacado y si los resultados teoricos ac-
tuales son aun deficientes, pueden ser prometedores. Fxactarnente como la fi s ica
c1eterminfstica del siglo XIX, ha side practic arnente reernplazada por la ffsica es-
tccastic a del siglo XX, perc es aun util rz ada como una aproximacion valida en la
mayoria de los problemas f1sicos (e spe cialmente par inqenieros), aSI podemos
conservar orovisionalmente los, en c ierto modo menos imponentes, resultados de
la econoruia deterministic a. especialmente la eCOn0l111amatematic a (42)' Estos
tienen solamente que ser reinterpretados en correspondencia quiza con ciertos
val ores medias de las variables eccnomic as . Por 10 tanto, ya que es mucho me-
nos cierto que la ley de los grandes numeros puede ser validamente aplicada en
nuestro campo, tenerno s que ser mas prudentes que los Iisicos clastcos acerca
de la importancia de nuestros resultados, aun como una cruda aprox imacion.
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